
ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

Θα ξεκινήσουµε την παρουσίαση των γραµµικών συστηµάτων µε ένα απλό παράδειγµα
από τη Γεωµετρία, το οποίο ϑα µας ϐοηθήσει στην κατανόηση των συστηµάτων αυτών και
των συνθηκών επιλυσιµότητάς τους.

Θεωρήστε τις ευθείες

3x− y = 5, (1)
2x− 2y = 10, (2)

στο επίπεδο. Οι ευθείες αυτές ϑα έχουν ένα σηµείο τοµής (αν, όπως συµβαίνει εδώ, δεν
είναι παράλληλες ή δεν ταυτίζονται), έστω (x0, y0). Το σηµείο (x0, y0) ϑα ανήκει και στις
δύο ευθείες, άρα ϑα ικανοποιεί τόσο την (1) όσο και τη (2). Λέµε τότε ότι το (x0, y0) είναι
λύση του συστήµατος των (1) και (2).

Οι (1) και (2) αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων (γιατί λέγεται γραµµικό;)
το οποίο µπορεί να γραφεί, ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας άλγεβρα πινάκων, ως

(
3 −1
2 −2

) (
x
y

)
=

(
5
10

)
, (3)

είναι δηλαδή της µορφής
(a)x̄ = b̄, (4)

όπου το¯ϑα συµβολίζει ένα διάνυσµα ή πίνακα στήλη. Αν το διάνυσµα b̄ είναι το µηδενικό
διάνυσµα, τότε το γραµµικό σύστηµα λέγεται οµογενές.

Το πρόβληµα που ϑα αντιµετωπίσουµε εδώ είναι η επίλυση γραµµικών συστηµάτων,
δηλαδή ο προσδιορισµός του άγνωστου διανύσµατος x̄, δεδοµένου του πίνακα (a), ο
οποίος λέγεται πίνακας του συστήµατος, και του διανύσµατος των σταθερών όρων, b̄.
(Θα περιοριστούµε σε συστήµατα στα οποία ο (a) είναι τετραγωνικός πίνακας, δηλαδή
συστήµατα µε ίσο αριθµό εξισώσεων και αγνώστων.)

Για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων υπάρχουν αρκετές διαφορετικές µέθοδοι.
Εδώ ϑα περιγράψουµε τις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες : Τη µέθοδο απλής αντικατά-
στασης, τη µέθοδο ευθείας αντιστροφής, τη µέθοδο του Cramer, την απαλοιφή Gauss
και την τριγωνική παραγοντοποίηση ή παραγοντοποίηση LU. Το ποια επό τις µεθόδους
αυτές είναι προσφορότερη εξαρτάται από το µέγεθος και τη µορφή του κάθε συγκεκριµ-
µένου συστήµατος. Επιπλέον, υπάρχει η δυνατότητα το γραµµικό σύστηµα να µην έχει
καµία λύση (στο παράδειγµα του συστήµατος (3) αυτό ϑα συνέβαινε αν οι ευθείες ήταν
παράλληλες) ή να έχει άπειρες λύσεις (στο παράδειγµα του συστήµατος (3) αν οι οι ευθείες
ταυτίζονταν).

Για να περιγράψουµε τους τρόπους επίλυσης γραµµικών συστηµάτων και τις συνθήκες
ύπαρξης λύσης ϑα ϑεωρήσουµε το πιο γενικό σύστηµα 2× 2,

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2, (5)

που σε µορφή πινάκων παίρνει τη µορφή

(a)x̄ = b̄ ↔
(

a11 a12

a21 a22

) (
x1

x2

)
=

(
b1

b2

)
. (6)
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1. Απλή αντικατάσταση

Είναι η απλούστερη σε ιδέα από τις µεθόδους. Πρώτο ϐήµα είναι η επίλυση κάποιας
από τις εξισώσεις του συστήµατος ως προς έναν άγνωστο και η αντικατάσταση του αγνώ-
στου αυτού στις άλλες εξισώσεις. Προκύπτει έτσι ένα σύστηµα µικρότερο από το αρχικό
κατά µία εξίσωση και έναν άγνωστο, στο οποίο επαναλαµβάνεται η παραπάνω διαδικα-
σία, κ.ο.κ., µε τελικό αποτέλεσµα µία απλή εξίσωση, ενός αγνώστου. Υπολογίζοντας τον
άγνωστο αυτόν, τα ϐήµατα στη συνέχεια µπορούν να ακολουθηθούν αντίστροφα, αντικα-
ϑιστώντας το αποτέλεσµα στις άλλες εξισώσεις και υπολογίζοντας έτσι και τους υπόλοιπους
αγνώστους. Π.χ., για το σύστηµα (5) το πρώτο ϐήµα της αντικατάστασης δίνει

x1 = (b1 − a12x2)/a11,

a21(b1 − a12x2)/a11 + a22x2 = b2. (7)
Η δεύτερη από τις παραπάνω εξισώσεις δίνει το x2, το οποίο αντικαθίσταται στην πρώτη
εξίσωση για τον υπολογισµό του x1.

2. Μέθοδος ευθείας αντιστροφής

Η µέθοδος αυτή συνίσταται στον πολλαπλασιασµό και των δύο µελών της εξίσωσης
(a)x̄ = b̄ µε τον αντίστροφο του πίνακα (a), τον (a)−1. Για να µπορεί να γίνει αυτό ϑα
πρέπει ο (a) να είναι αντιστρέψιµος, ή, ισοδύναµα, η ορίζουσά του να είναι διαφορετική
από µηδέν (det(a) 6= 0). Τότε έχουµε

(a)x̄ = b̄ ⇒ (a)−1(a)x̄ = (a)−1b̄ ⇒ x̄ = (a)−1b̄. (8)
Αν το διάνυσµα b̄ είναι µηδέν τότε η µόνη λύση του συστήµατος είναι η µηδενική.
Αν η ορίζουσα του (a) είναι µηδέν, το σύστηµα είτε δεν έχει λύση ή έχει άπειρες λύσεις.
Λόγω της εµπλοκής πολλών πράξεων στη διαδικασία εύρεσης του αντιστρόφου, η µέ-

ϑοδος ευθείας αντιστροφής δεν προσφέρεται για την επίλυση µεγάλων συστηµάτων. Τα
ϐασικά της πλεονεκτήµατα είναι ότι προσφερεται για την περίπτωση όπου χρειάζεται η
επίλυση πολλών συστηµάτων µε τον ίδιο πίνακα (a) αλλά διαφορετικό δεξιό διάνυσµα b̄,
καθώς και το ότι ϐοηθά να εξαχθούν οι συνθήκες επιλυσιµότητας των γραµµικών συστη-
µάτων.

3. Μέθοδος του Cramer ή των οριζουσών

Μια άλλη µέθοδος χρήσιµη για την επίλυση σχετικά µικρών συστηµάτων καθώς και
γαι τη διερεύνηση τέτοιων συστηµάτων είναι η µέθοδος του Cramer ή των οριζουσών, η
οποία δίνει τους αγνώστους του συστήµατος ως πηλίκα δύο οριζουσών. Στη συνέχεια
παρουσιάζουµε και επεξηγούµε τη µέθοδο αυτή, χρησιµοποιώντας το σύστηµα (6).

΄Εστω ο πίνακας (a) του συστήµατος (6), µε det(a) 6= 0. Πολλαπλασιάζοντας επί x1 την
ορίζουσα του πίνακα αυτού παίρνουµε

x1 |(a)| = x1

∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
x1a11 a12

x1a21 a22

∣∣∣∣∣ . (9)

Σύµφωνα µε τις ιδιότητες των οριζουσών, η ορίζουσα (8) δεν αλλαζει αν στην πρώτη στήλη
προσθέσουµε ένα πολλαπλάσιο της δεύτερης στήλης. Προσθέτοντας το x2×2η στήλη και
χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (5), παίρνουµε

x1 |(a)| =
∣∣∣∣∣

x1a11 + x2a12 a12

x1a21 + x2a22 a22

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ = |(a1)| ⇒ x1 =
|(a1)|
|(a)| , (10)
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όπου (a1) είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον (a) µε αντικατάσταση της στήλης των
συντελεστών του x1 (a11 και a21) από τη στήλη των σταθερών όρων (b1 και b2). Ακολουθώντας
την ανάλογη διαδικασία για το x2, ϐρίσκουµε x2 = |(a2)| / |(a)| .

Γενικά, για σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους

xi =
|(ai)|
|(a)| , i = 1, 2, ..., n, (11)

όπου (ai) είναι ο πίνακας που προκύπτει από τον (a) αν αντικαταστήσουµε τη στήλη
που περιέχει τους συντελεστές του xi από τη στήλη των σταθερών όρων. Η ορίζουσες των
πινάκων (ai) λέγονται ορίζουσες Cramer και η εξίσωση (11) δίνει τις λύσεις γραµµικού
συστήµατος µε τη µέθοδο του Cramer.

Συνθήκες επιλυσιµότητας γραµµικών συστηµάτων: Με οδηγό την Εξ. (8), το γεωµετρικό
παράδειγµα (3) και τις εξισώσεις (11) συµπεραίνουµε τα εξής :

• Η µόνη περίπτωση το γραµµικό σύστηµα

(a)x̄ = b̄

να έχει µοναδική λύση είναι det(a) 6= 0. Τότε υπάρχει ο (a)−1, και η µοναδική λύση
του συστήµατος είναι x̄ = (a)−1b̄.

• Αν det(a) = 0, π.χ.

(a) =

(
3 −1
6 −2

)
,

τότε το σύστηµα είτε

- δεν έχει καµία λύση (η συνήθης περίπτωση) ή
- έχει άπειρες λύσεις,

ανάλογα µε το τι είναι το διάνυσµα b̄.
΄Απειρες λύσεις έχουµε στην περίπτωση που το διάνυσµα b̄: (i) είτε είναι µηδέν,
(ii) είτε παίρνει κάποιες άλλες συγκεκριµµένες τιµές, π.χ., εδώ, b̄T = (5, 10). Η
περίπτωση (i) για τον πιο πάνω πίνακα (a) ϑα σήµαινε σύστηµα της µορφής 3x−y =
0 και 6x− 2y = 0. Λύση τότε ϑα είναι όλα τα x και y που ικανοποιούν την y = 3x,
δηλαδή κάθε διάνυσµα

x̄ =

(
x
3x

)
.

Η περίπτωση (ii) (b̄T = (5, 10)) ϑα οδηγούσε στις άπειρες λύσεις x̄T = (x, 3x− 5).
Σε αυτές τις περιπτώσεις, (i) και (ii), οι ορίζουσες Cramer του συστήµατος είναι όλες
ίσες µε µηδέν. ∆ηλαδή, ένα γραµµικό σύστηµα µε det(a) = 0 έχει άπειρες λύσεις
στην περίπτωση που οι ορίζουσες Cramer του είναι όλες ίσες µε µηδέν.
Αν κάποια από τις ορίζουσες Cramer είναι µη µηδενική το σύστηµα δεν έχει καµία
λύση, ή, όπως συχνά λέγεται, είναι αδύνατον.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι σε γραµµικά συστήµατα
υπάρχουν οι εξής δυνατότητες, όσον αφορά την ύπαρξη λύσης :
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- det(a) 6= 0 ⇒ υπάρχει µοναδική λύση.

- det(a) = 0 και ορίζουσες Cramer όχι όλες µηδέν ⇒ καµία λύση.

- det(a) = 0 και ορίζουσες Cramer όλες µηδέν ⇒ άπειρες λύσεις.

Για την ειδική περίπτωση των οµογενών γραµµικών συστηµάτων, δηλαδή των συστη-
µάτων της µορφής (a)x̄ = 0, η οποία συναντάται πολύ συχνά σε εφαρµογές, οι συνθήκες
επιλυσιµότητας, οι οποίες αναφέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο, µεταφράζονται
ως εξής :

- Αν det(a) 6= 0 ⇒ υπάρχει µοναδική λύση, η οποία είναι η µηδενική, δηλ. x̄ = 0.

- Αν det(a) = 0 υπάρχουν άπειρες λύσεις.

Χρησιµοποιήστε τις συνθήκες επιλυσιµότητας γραµµικών συστηµάτων για να αιτιολο-
γήσετε (i) γιατί ένα οµογενές σύστηµα δεν είναι ποτέ αδύνατον, (ii) γιατί η µόνη περίπτωση
για να έχει ένα οµογενές σύστηµα µη µηδενικές λύσεις είναι η ορίζουσα του πίνακά του
να είναι ίση µε µηδέν.

4. Απαλοιφή Gauss

Η διαδικασία της επίλυσης συστηµάτων µε απαλοιφή Gauss συνίσταται στην πρόσθε-
ση σε κάθε γραµµή κατάλληλων πολλαπλασίων µιας άλλης γραµµής, ώστε το σύστηµα
να οδηγηθεί σε απλούστερο ισοδύναµο σύστηµα. Αυτό συνήθως γίνεται µε κάπως συ-
στηµατικό τρόπο (ιδιαίτερα στην επίλυση συστηµάτων µέσω υπλογιστή): Ξεκινάµε από
την πρώτη γραµµή, την οποία πολλαπλασιάζουµε κατάλληλα και την προσθέτουµε στις
επόµενες, ώστε να µηδενιστεί ο συντελεστής του πρώτου αγνώστου. Συνεχίζουµε την ίδια
διαδικασία µε τη δεύτερη γραµµή, την οποία επίσης πολλαπλασιάζουµε κατάλληλα και
την προσθέτουµε στις επόµενες, κ.ο.κ. Ο στόχος είναι να καταλήξουµε σε ένα τριγωνικό
σύστηµα, το οποίο µπορεί να λυθεί πολύ εύκολα µε αντικατάσταση.

Θα παρουσιάσουµε αναλυτικότερα την παραπάνω διαδικασία, χρησιµοποιώντας ένα
συγκεκριµµένο σύστηµα 3× 3. ΄Εστω το σύστηµα

x− 2y + z = 4

x− y − z = 2 (12)
2x + 4y − z = −21.

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή επί (-1) και την προσθέτουµε στη 2η και επί (-2)
και την προσθέτουµε στην 3η (ώστε να µηδενιστεί ο συντελεστής του x στη 2η και 3η
εξίσωση). Παίρνουµε το ισοδύναµο σύστηµα1

x− 2y + z = 4

+y − 2z = −2 (13)
+8y − 3z = −29.

1Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο του Cramer και τις ιδιότητες των οριζουσών για να δείξετε ότι πράγµατι το
σύστηµα είναι ισοδύναµο, δηλαδή έχει τις ίδιες λύσεις.
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Τώρα πολλαπλασιάζουµε τη 2η γραµµή επί (-8) και την προσθέτουµε στην 3η. Παίρνουµε

x− 2y + z = 4

+y − 2z = −2 (14)
13z = −13.

Το παραπάνω σύστηµα µπορεί να λυθεί πολύ εύκολα, πηγαινοντας προς τα πίσω και αν-
τικαθιστώντας το αποτέλεσµα της κάθε εξίσωσης στην αµέσως προηγούµενη (η διαδικασία
αυτή είναι γνωστή ως ‘ανάδροµη αντικατάσταση’). ∆ηλ. z = −1, y − 2(−1) = −2 ⇒ y =
−4, x− 2(−4) + (−1) = 4 ⇒ x = −3.

Τα ϐήµατα που περιγράφονται στις (12)-(14) συνήθως εκφράζονται σε πιο συµπαγή
µορφή, χρησιµοποιώντας πίνακες : Κατασκευάζουµε τον επαυξηµένο πίνακα του συστή-
µατος, δηλαδή τον πίνακα που περιέχει τον πίνακα του συστήµατος µε µία επιπλέον
στήλη, αυτή του δεξιού µέλους. Τα ϐήµατα (12)-(14) τότε περιγράφονται ως εξής :




1 −2 1 4
1 −1 −1 2
2 4 −1 −21


 ∼




1 −2 1 4
0 1 −2 −2
0 8 −3 −29


 ∼




1 −2 1 4
0 1 −2 −2
0 0 13 −13


 . (15)

Μπορούµε, στην πορεία της διαδικασίας, να εναλλάσουµε τη σειρά των γραµµών, προ-
κειµένου να διευκολύνονται οι αλγεβρικές πράξεις. Π.χ. είναι προσφορότερο να ϑέτουµε
ως πρώτη γραµµή εκείνη µε το µικρότερο συντελεστή του x1.

Η µέθοδος της απαλοιφής προσφέρεται για την επίλυση µεγάλων αλγεβρικών συστη-
µάτων και χρησιµοποιείται από πολλά υπολογιστικά προγράµµατα επίλυσης γραµµικών
συστηµάτων.

5. Τριγωνική παραγοντοποίηση ή παραγοντοποίηση LU

Μια άλλη µέθοδος που επίσης προσφέρεται για την υπολογιστική επίλυση γραµµικών
συστηµάτων είναι η τριγωνική παραγοντοποίηση.

Κατά τη µέθοδο αυτή ο πίνακας του συστήµατος γράφεται ως γινόµενο ενός κάτω
τριγωνικού πίνακα, (l) (από το lower triangular), και ενός άνω τριγωνικού πίνακα, (u)
(από το upper triangular):

(a) = (l)(u). (16)
Π.χ., για το σύστηµα (6),

(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
1 0
l21 1

) (
u11 u12

0 u22

)
. (17)

(κατά σύµβαση παίρνουµε τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του (l) ως µονάδα). Οι
πίνακες (l) και (u) υπολογίζονται εκτελώντας τον πολλαπλασιασµό στη σχέση (17) και
εξισώνοντας τα στοιχεία του πίνακα που προκύπτει µε τα αντίστοιχα στοιχεία του (a).

Το γραµµικό σύστηµα (a)x̄ = b̄, τότε, παίρνει τη µορφή (l)(u)x̄ = b̄. Θέτοντας ȳ = (u)x̄
η επίλυση του αρχικού συστήµατος ανάγεται στην επίλυση των δύο συστηµάτων

(l)ȳ = b̄, (u)x̄ = ȳ, (18)

η οποία µπορεί να γίνει εύκολα, µε αντικατάσταση, µια και πρόκειται για τριγωνικά
συστήµατα.
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