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Κεφάλαιο 1: Η έννοια της πιθανότητας
Περιεχόµενα

Εισαγωγή – Πειράµατα τύχης και δειγµατοχώροι – Σύνθετα, στοιχειώδη και ασυµβίβαστα γεγονότα
– Ορισµός της πιθανότητας (κλασσικός, στατιστικός και αξιωµατικός) – Το προσθετικό ϑεώρηµα
– ∆εσµευµένη πιθανότητα – Θεώρηµα ολικής πιθανότητας – Ανεξαρτησία ενδεχοµένων – Ιστορικά
στοιχεία – Ασκήσεις – Βιβλιογραφία

Εισαγωγή

Η Θεωρία Πιθανοτήτων (ΘΠ) είναι ο κλάδος των µαθηµατικών που ασχολείται µε τα τυχαία
ϕαινόµενα. Η µελέτη της κέρδισε πολλούς µαθηµατικούς, τόσο για το ϑεωρητικό της
ενδιαφέρον όσο και για τις επιτυχηµένες εφαρµογές της σε πολλές περιοχές των ϕυσικών,
ϐιολογικών και κοινωνικών επιστηµών, στη µηχανική και στον επιχειρηµατικό κόσµο.

Πειράµατα τύχης και ∆ειγµατοχώροι

Πολλά ϕαινόµενα έχουν την ιδιότητα η επανειλληµένη παρατήρησή τους κάτω από συγκε-
κριµένες συνθήκες να οδηγεί πάντα στο ίδιο αποτέλεσµα. Για παράδειγµα, αν αφήνουµε
µια µπάλα που ήταν αρχικά ακίνητη να πέσει από ύψος d µέτρων µέσα σε έναν κύλινδρο
χωρίς αέρα, ϑα ϕτάνει στο έδαφος πάντα µετά από t =

√
2d/g δευτερόλεπτα, όπου το

g είναι η σταθερή επιτάχυνση της ϐαρύτητας σε m/s2. Αυτά ανήκουν στα λεγόµενα αι-
τιοκρατικά ϕαινόµενα. Υπάρχουν όµως άλλα ϕαινόµενα, των οποίων η επανειλληµένη
παρατήρηση κάτω από τις ίδιες συνθήκες δεν οδηγεί πάντα στο ίδιο αποτέλεσµα. Λόγου
χάρη, αν ϱίξουµε ένα νόµισµα 1000 ϕορές, οι εµφανίσεις γραµµάτων (Γ) ή κεφαλής (Κ)
εναλλάσσονται µε έναν ϕαινοµενικά ακανόνιστο και απρόβλεπτο τρόπο. Τέτοιου είδους
ϕαινόµενα τα ϑεωρούµε ως τυχαία, και ένα πείραµα όπως αυτό που µόλις περιγράφτηκε το
ονοµάζουµε πείραµα τύχης (ΠΤ). Τα πειράµατα τύχης (ΠΤ), ή αλλιώς τυχαία πειράµατα,
είναι λοιπόν εκείνα για τα οποία η γνώση των συνθηκών κάτω από τις οποίες εκτελούνται
απλά καθορίζει ένα σύνολο δυνατών αποτελεσµάτων για το κάθε πείραµα. ΄Ενα πιό απλό
παράδειγµα είναι η ϱίψη ενός νοµίσµατος. Αν και δεν µπορούµε να προβλέψουµε το
αποτέλεσµα, γνωρίζουµε ότι ϑα είναι Κ ή Γ, ϑα ανήκει δηλαδή στο σύνολο {Κ, Γ}.

Παρόλο που σε πρώτη µατιά ϕαίνεται αδύνατο να διατυπώσουµε αξιόλογα συµπερά-
σµατα για τυχαία ϕαινόµενα, η εµπειρία έχει δείξει ότι πολλά από τα ϕαινόµενα αυτά
παρουσιάζουν µια στατιστική κανονικότητα που αξίζει να µελετηθεί. Π.χ. αν ϱίξουµε
ένα νόµισµα µία ϕορά δεν µπορούµε να κάνουµε κάποια µη τετριµµένη πρόβλεψη για
το αποτέλεσµα. Αν ϱίξουµε όµως το ίδιο νόµισµα πάρα πολλές ϕορές ϑα δούµε ότι η
συχνότητα εµφανίσης Κ και Γ είναι περίπου η ίδια και άρα το Κ εµφανίζεται περίπου στο
50% των ϱίψεων.

΄Αλλα απλά παραδείγµατα πειραµάτων τύχης είναι

α) η ϱίψη ενός Ϲαριού,

ϐ) το τράβηγµα ενός χαρτιού από µιά συνηθισµένη τράπουλα µε 52 χαρτιά,

γ) η καταγραφή της διάρκειας Ϲωής µιάς µπαταρίας ή ενός ηλεκτρικού λαµπτήρα,
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δ) η καταγραφή των υψών των ατόµων ενός δοθέντος πληθυσµού,

ε) η επιλογή ενός ϐόλου από ένα δοχείο το οποίο περιέχει s ϐόλους, οι οποίοι ϕέρουν
τους αριθµούς 1,2,...,s, αλλά είναι όµοιοι κατά τα άλλα,

στ) ο χρόνος διάσπασης ισοτόπου κάποιου ϱαδιενεργού στοιχείου, κ.ά.

Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης λέγεται δειγµα-
τοχώρος (∆Χ), και συµβολίζεται µε Ω, και τα στοιχεία του λέγονται δειγµατοσηµεία ή
απλά σηµεία. ΄Ετσι, το κάθε δυνατό αποτέλεσµα ενός πειράµατος τύχης είναι ένα σηµείο
του Ω.

Υπάρχουν ωστόσο πολλοί τρόποι περιγραφής των αποτελεσµάτων ενός πειράµατος
τύχης. ΄Ετσι, σε δοθέν ΠΤ αντιστοιχούν περισσότεροι του ενός δειγµατοχώροι.

Παράδειγµα 1: Στο ϱίξιµο του Ϲαριού, ένας ∆Χ είναι ο Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. ′Ενας
άλλος είναι ο Ω′ = {άρτιος, περιττός}.

Στο Παράδειγµα 1, καθώς και στο παράδειγµα της ϱίψης ενός νοµίσµατος (όπου ο ∆Χ
είναι Ω={Κ,Γ}), οι δειγµατοχώροι έχουν πεπερασµένο πλήθος σηµείων, και λέγονται πεπε-
ϱασµένοι δειγµατοχώροι. Εάν τα σηµεία του δειγµατοχώρου ενός τυχαίου πειράµατος
είναι άπειρα, αλλά αριθµήσιµα, δηλ. µπορούν να αντιστοιχισθούν µε τους ϕυσικούς
αριθµούς 1,2,3,4,... έναν προς έναν, τότε αυτός λέγεται άπειρος αριθµήσιµος ∆Χ. Εάν
τα άπειρα σηµεία του δειγµατοχώρου δεν µπορούν να αντιστοιχισθούν µε τους ϕυσικούς
αριθµούς 1,2,3,4,... έναν προς έναν, τότε ο ∆Χ λέγεται άπειρος µη αριθµήσιµος.

΄Ενας πεπερασµένος ή άπειρος αριθµήσιµος ∆Χ λέγεται διακριτός ∆Χ, ενώ ένας άπει-
ϱος µη αριθµήσιµος ∆Χ λέγεται συνεχής ∆Χ.

Παράδειγµα 2: Ο χρόνος που χρειάζεται ένα ισότοπο κάποιου ϱαδιενεργού στοιχείου
για να διασπαστεί µπορεί να είναι οποιοσδήποτε ϑετικός πραγµατικός αριθµός.
Στην περίπτωση αυτή, λοιπόν, παίρνουµε ως Ω το διάστηµα [0,∞) στην πραγµατική
ευθεία.

Σύνθετα, στοιχειώδη και ασυµβίβαστα γεγονότα

Πολλές ϕορές, σε ένα πείραµα τύχης συµβαίνει να µην ενδιαφέρει αυτό καθαυτό το απο-
τέλεσµα, αλλά το αν το αποτέλεσµα αυτό ανήκει σε ένα δεδοµένο υποσύνολο του Ω, έστω
A (π.χ. αν το αποτέλεσµα της ϱίψης ενός Ϲαριού είναι άρτιος ή περιττός αριθµός). ΄Ενα
τέτοιο υποσύνολο A του Ω, δηλαδή ένα σύνολο δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος
τύχης, λέγεται ενδεχόµενο ή γεγονός. Εάν το αποτέλεσµα ενός πειράµατος τύχης είναι
στοιχείο του A, λέµε ότι συνέβη ή πραγµατοποιήθηκε το γεγονός A.

Παράδειγµα 3: Ρίχνουµε ένα Ϲάρι µία ϕορά. Ο ∆Χ του πειράµατος αυτού είναι Ω
= {1,2,3,4,5,6}. Το γεγονός A = {2, 4, 6} αντιστοιχεί στην πρόταση ‘το αποτέλεσµα
είναι άρτιος’. Η πρόταση ‘το αποτέλεσµα διαιρείται ακριβώς µε το 3’ αντιστοιχεί στο
γεγονός B = {3, 6}.

Μια συνήθης γραφική αναπαράσταση των αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης εί-
ναι ένα διάγραµµα γνωστό ως διάγραµµα Venn. ΄Ενα διάγραµµα Venn (ϐλ. Σχ. 1)
συνήθως συνίσταται από ένα ορθογώνιο, το οποίο αναπαριστά τον ∆Χ του πειράµατος, στο
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Σχήµα 1: ∆ιάγραµµα Venn για το πείραµα τύχης του Παραδείγµατος 3.

οποίο εµπεριέχεται µία ή περισσότερες κλειστές καµπύλες. Το εσωτερικό κάθε καµπύλης
αναπαριστά ένα γεγονός.

΄Ενα γεγονός το οποίο περιλαµβάνει ένα µόνο σηµείο του Ω λέγεται απλό ή στοι-
χειώδες γεγονός. Το ίδιο το Ω είναι ένα γεγονός που λέγεται ϐέβαιο γεγονός, επειδή
οπωσδήποτε ένα από τα στοιχεία του πραγµατοποιείται. Το κενό σύνολο ∅ είναι επίσης ένα
γεγονός που λέγεται αδύνατο, επειδή κανένα στοιχείο του δεν µπορεί να πραγµατοποιη-
ϑεί. ∆ύο γεγονότα τα οποία αποκλείονται αµοιβαία, αν δηλαδή συµβεί το ένα αποκλείεται
να συµβεί και το άλλο, λέγονται ασυµβίβαστα γεγονότα.

Επειδή τα γεγονότα είναι σύνολα, συµπεράσµατα που αναφέρονται σε γεγονότα µπο-
ϱούν να διατυπωθούν στη γλώσσα της ϑεωρίας συνόλων και αντίστροφα. Παρακάτω ϑα
υπενθυµίσουµε κάποιες έννοιες, ορισµούς και ιδιότητες από τη Θεωρία Συνόλων που
χρησιµοποιούνται συχνά στη Θεωρία Πιθανοτήτων.

Στοιχεία από τη Θεωρία Συνόλων

΄Ενα σύνολο A είναι µια (καλώς) ορισµένη συλλογή διακεκριµένων αντικειµένων. ΄Εστω
a ένα από τα αντικείµενα αυτά. Το γεγονός ότι το a είναι µέλος του A ή στοιχείο του A ή
ότι ανήκει στο A συµβολίζεται µε a ∈ A. Η άρνηση του γεγονότος αυτού συµβολίζεται µε
a /∈ A. Λέµε ότι το σύνολο B είναι υποσύνολο του A ή ότι ανήκει στο A, και γράφουµε
B ⊆ A, αν για κάθε a ∈ B ισχύει a ∈ A. Λέµε ότι το B είναι γνήσιο υποσύνολο του A,
και γράφουµε B ⊂ A, αν B ⊆ A και υπάρχει a τέτοιο ώστε a /∈ B. Για παράδειγµα, το
σύνολο {a, i, u} είναι γνήσιο υποσύνολο του {a, e, i, o, u}.

Σε ό,τι ακολουθεί ϑα ϑεωρούµε ένα ϐασικό σύνολο Ω το οποίο ϑα είναι, εν γένει, δια-
ϕορετικό σε κάθε πρόβληµα που συναντάµε (ϑα είναι ο δειγµατοχώρος του συγκεκριµένου
προβλήµατος). ΄Ολα τα υπόλοιπα σύνολα ϑα είναι υποσύνολα του Ω. ∆ύο υποσύνολα του
Ω, A και B, λέγονται ίσα, και γράφουµε A = B, αν A ⊆ B και B ⊆ A. Οι σηµαντικότερες
πράξεις συνόλων είναι οι παρακάτω:

1. ΄Ενωση. Το σύνολο όλων των στοιχείων που ανήκουν ή στο A ή στο B ή και στα δύο
λέγεται ένωση των A και B και συµβολίζεται µε A ∪B.

2. Τοµή. Το σύνολο όλων των στοιχείων που ανήκουν και στο A και στο B λέγεται
τοµή των A και B και συµβολίζεται µε A ∩B.
∆ύο σύνολα A και B για τα οποία A ∩B = ∅ λέγονται ξένα σύνολα.

3. ∆ιαφορά. Το σύνολο που περιέχει όλα τα στοιχεία του A που δεν ανήκουν στο B
λέγεται διαφορά των A και B και συµβολίζεται µε A−B.
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4. Συµπλήρωµα. Εάν B ⊂ A, τότε το A − B λέγεται συµπλήρωµα του B ως προς το
A, και συµβολίζεται µε Bc

A. Εάν A = Ω, το Ω−B λέγεται απλά συµπλήρωµα του B
και συµβολίζεται µε Bc.

Παραθέτουµε τώρα µερικές ϐασικές ιδιότητες των πράξεων µεταξύ συνόλων.

1. Ωc = ∅, ∅c = Ω, (Ac)c = A.

2. Ω ∪ A = Ω, ∅ ∪ A = A, A ∪ Ac = Ω, A ∪ A = A.

3. Ω ∩ A = A, ∅ ∩ A = ∅, A ∩ Ac = ∅, A ∩ A = A.

Οι παραπάνω ιδιότητες είναι προφανείς, όπως επίσης είναι και η ιδιότητα ∅ ⊆ A για κάθε
υποσύνολο Α του Ω. Επίσης, έχουµε

4. τους αντιµεταθετικούς νόµους,

A1 ∪ A2 = A2 ∪ A1

A1 ∩ A2 = A2 ∩ A1,

5. τους προσεταιριστικούς νόµους,

A1 ∪ (A2 ∪ A3) = (A1 ∪ A2) ∪ A3

A1 ∩ (A2 ∩ A3) = (A1 ∩ A2) ∩ A3,

6. και τους επιµεριστικούς νόµους,

A ∩



n⋃

j=1

Aj


 =

n⋃

j=1

(A ∩ Aj)

A ∪



n⋂

j=1

Aj


 =

n⋂

j=1

(A ∪ Aj),

όπου ⋃n
j=1 Aj = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, και

⋂n
j=1 Aj = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An.

΄Ετσι, εάν A και B είναι δύο γεγονότα, τότε
A ∪B είναι το γεγονός (που αντιστοιχεί στην πρόταση) ‘ή A ή B ή και τα δύο’,
A ∩B είναι το γεγονός ‘και A και B’,
Ac είναι το γεγονός ‘όχι A’, και
A−B είναι το γεγονός ‘A αλλά όχι και B’.
Αν τα σύνολα που αντιστοιχούν στα γεγονότα A και B είναι ξένα, τότε τα γεγονότα αυτά

είναι ασυµβίβαστα.
Μέχρι στιγµής περιγράψαµε πειράµατα τύχης και συζητήσαµε τα πιθανά αποτελέ-

σµατά τους ή γεγονότα. ∆εν αναφέραµε τίποτα για τη σχετική συχνότητα ή πιθανότητα
εµφάνισης κάθε αποτελέσµατος, πράγµα το οποίο ϑα κάνουµε στο επόµενο εδάφιο. Στο
επόµενο εδάφιο, σε κάθε γεγονός A ϑα αντιστοιχίσουµε µια αριθµητική ποσότητα, P (A),
η οποία ϑα κληθεί πιθανότητα του A, δηλ. πιθανότητα να συµβεί το γεγονός A.

5



Ορισµός της Πιθανότητας

Πριν προχωρήσουµε στον ορισµό της πιθανότητας, ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι τα
περισσότερα από τα πειράµατα τύχης δείχνουν κάποια κανονικότητα. Με αυτό εννοούµε
ότι η σχετική συχνότητα ενός γεγονότος είναι προσεγγιστικά η ίδια σε κάθε περίπτωση που
πραγµατοποιείται ένα σύνολο δοκιµών, δηλαδή ένα σύνολο επαναλήψεων ενός δεδοµένου
πειράµατος τύχης. Η κανονικότητα αυτή είναι ο λόγος που γίνεται δυνατός ο ορισµός της
πιθανότητας.

Υπάρχουν δύο αξιοσηµείωτες µέθοδοι για τον ορισµό (ουσιαστικά την εκτίµηση) της
πιθανότητας ενός γεγονότος. Θα τους παρουσιάσουµε ξεκινώντας µε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 4: Ρίψη ενός Ϲαριού.
Στο πείραµα τύχης της ϱίψης ενός Ϲαριού, ο ∆Χ είναι το σύνολο των αριθµών
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Αν ορίσουµε µε A το γεγονός ‘το αποτέλεσµα του πειράµατος να
είναι αριθµός άρτιος’, τότε το γεγονός A ϑα περιλαµβάνει τα σηµεία {2, 4, 6}.
΄Εστω ότι επαναλαµβάνουµε το πείραµα ϱίψης Ϲαριού n ϕορές, και συµβολίζουµε
µε Nn(1) το πλήθος εκείνων από τις n δοκιµές στις οποίες το αποτέλεσµα της ϱίψης
ήταν 1, µε Nn(2) το πλήθος εκείνων όπου το αποτέλεσµα ήταν 2, κ.ο.κ.
Το ποσοστό των εµφανίσεων των αποτελεσµάτων 1, 2, ..., 6, είναι λοιπόν

Nn(1)

n
,

Nn(2)

n
, ....,

Nn(6)

n
.

Καθώς το πλήθος των δοκιµών αυξάνεται, ϑα περιµέναµε τα παραπάνω πηλίκα, τα
οποία λέγονται και σχετικές συχνότητες των 1, 2, ..., 6, αντίστοιχα, να σταθεροποιούν-
ται σε κάποιους αριθµούς p1, p2, ..., p6, οι οποίοι σύµφωνα µε τη διαίσθησή µας ϑα
πρέπει να είναι όλοι ίσοι µε 1/6 στην περίπτωση αυτή.
∆εδοµένου ότι το γεγονός A περιλαµβάνει τα σηµεία {2, 4, 6}, µπορεί να γίνει εύκολα
αντιληπτό ότι η σχετική συχνότητα του γεγονότος A ϑα είναι το άθροισµα

Nn(2)

n
+

Nn(4)

n
+

Nn(6)

n
= p2 + p4 + p6 =

3

6
.

Ο απλούστερος ορισµός της πιθανότητας P (A) είναι ο γνωστός ως κλασσικός ορι-
σµός, και έχει τις ϱίζες του στα τυχερά παιχνίδια. Σύµφωνα µε αυτόν, η πιθανότητα ενός
γεγονότος A ορίζεται ως

P (A) = (πλήθος σηµείων του γεγονότος A)/ (πλήθος σηµείων του Ω).
Περιφραστικά, η πιθανότητα ενός γεγονότος A είναι το πηλίκο των διαφόρων τρόπων

µε τους οποίους µπορεί να πραγµατοποιηθεί το A (των ¨ευνοικών¨ περιπτώσεων για το A)
δια του πλήθους των δειγµατοσηµείων του Ω.

Για να ισχύει όµως ο κλασσικός ορισµός, ϑα πρέπει να υπάρχουν οι εξής προυποθέ-
σεις :

(1) το πείραµα τύχης που µελετάµε να έχει πεπερασµένο δειγµατοχώρο.

(2) όλα τα απλά (στοιχειώδη) γεγονότα να έχουν την ίδια ακριβώς δυνατότητα (ευκαιρία)
να συµβούν.
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Ο κλασσικός ορισµός της πιθανότητας παρουσιάζει αδυναµίες. Κατ΄ αρχήν χρησιµο-
ποιεί εκφράσεις όπως ‘ίδιες δυνατότητες’ ή ‘ίδιες ευκαιρίες’, οι οποίες δεν µπορούν να
ορισθούν επαρκώς από µαθηµατικής πλευράς, αλλά επαφίενται στη διαίσθηση. Επίσης,
συχνά εµφανίζονται στην πράξη δειγµατοχώροι Ω µε άπειρο πλήθος στοιχείων, οπότε η
προυπόθεση (1) δεν συντρέχει.

Παράδειγµα 5: Ποια είναι η πιθανότητα να έρθει κεφάλι (Κ) σε µιά ϱίψη νοµίσµατος;
Υπάρχουν δύο εξίσου πιθανά αποτελέσµατα, Κ και Γ, και επειδή το ευνοικό αποτέ-
λεσµα είναι ένα από αυτά (Κ), συµπεραίνουµε ότι η πιθανότητα να έρθει Κ σε µιά
ϱίψη είναι 1/2 .

Παράδειγµα 6: Ρίχνουµε ένα νόµισµα δύο ϕορές. Ποια είναι η πιθανότητα να έρθει
κεφάλι (Κ) στην πρώτη ϱίψη και γράµµατα (Γ) στη δεύτερη;
Εδώ Ω ={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ}, ενώ το σύνολο που αντιστοιχεί στο γεγονός που περιγράφηκε
είναι το {ΚΓ}, οπότε P (ΚΓ)=1/4.

Παράδειγµα 7: Ρίχνουµε ένα Ϲάρι µία ϕορά. Ποια είναι η πιθανότητα να έρθει 4;
Ποια είναι η πιθανότητα να έρθει άρτιος;
Ο ∆Χ του προβλήµατος είναι ο Ω ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. ΄Εστω A και B τα ενδεχόµενα ‘να
έρθει 4’ και ‘να έρθει άρτιος’, αντίστοιχα. Τότε A = {4} και B = {2, 4, 6}, οπότε
P (A) = 1/6 και P (B) = 3/6 = 1/2.

΄Ενας άλλος ορισµός της πιθανότητας ο οποίος δεν ϑέτει περιορισµούς στον ∆Χ Ω
είναι εκείνος που ϐασίζεται στην έννοια της σχετικής συχνότητας, και ο οποίος ϐασίζεται
σε πολλές επαναλήψεις ενός δεδοµένου πειράµατος τύχης. Θεωρήστε έναν οποιονδήποτε
δειγµατοχώρο Ω ο οποίος αναφέρεται σε ένα συγκεκριµένο πείραµα τύχης, και έστω A ένα
γεγονός. Το εν λόγω πείραµα τύχης επαναλαµβάνεται n ϕορές, και έστω Nn(A) ο αριθµός
των ϕορών που πραγµατοποιείται το γεγονός A. Ο αριθµός Nn(A) λέγεται συχνότητα του
Α, και το πηλίκο Nn(A)/n σχετική συχνότητα του A.

Θεωρούµε την ακολουθία των σχετικών συχνοτήτων του A, {Nn(A)/n}, µε n ≥ 1, και
υποθέτουµε ότι καθώς n →∞ υπάρχει το όριο limn→∞(Nn(A)/n). Το όριο αυτό ορίζεται
ως η πιθανότητα του A, P (A). Ο ορισµός αυτός είναι γνωστός ως στατιστικός ορισµός,
και ικανοποιεί την αντίληψη που διαισθητικά έχει κανείς για την έννοια της πιθανότητας.

Αδυναµίες παρουσιάζει και αυτός ο ορισµός, που σχετίζονται µε την απαίτηση του πο-
λύ µεγάλου n. Αποφεύγουµε τις αδυναµίες των δύο παραπάνω ορισµών µε τον αξιωµατικό
ορισµό της πιθανότητας (Kolmogorov), ο οποίος είναι προιόν µακροχρόνιων και διαδοχι-
κών ϐελτιώσεων προγενέστερών του ορισµών. Ενσωµατώνει και επεκτείνει τις ιδιότητες του
κλασσικού και του στατιστικού ορισµού, και προσφέρεται για τη σε ϐάθος µαθηµατική
µελέτη της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Αν και δεν ϑα αναλύσουµε εδώ αυτόν τον ορισµό, ανα-
ϕέρουµε επιγραµµατικά τις ιδιότητες/αξιώµατα µέσω των οποίων ορίζεται η πιθανότητα:

(i) P (Ω) = 1.

(ii) P (A) ≥ 0.

(iii) Αν Aj, j = 1, 2, 3, ..., είναι ξένα ανά δύο σύνολα, τότε

P



∞⋃

j=1

Aj


 =

∞∑

j=1

P (Aj).
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Παράδειγµα 8: Ρίχνουµε ένα Ϲάρι µία ϕορά. Θεωρήστε τα γεγονότα A = {1, 2},
B = {4, 5, 6} και Γ = {3, 4}, τα οποία είναι υποσύνολα του δειγµατοχώρου Ω =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} του προβλήµατος. Ποια η πιθανότητα των γεγονότων A∪B και A∪Γ;
Τα A και B είναι ξένα, καθώς και τα A και Γ. Από το αξίωµα (iii) του τελευταίου
ορισµού της πιθανότητας, έχουµε P (A ∪ B) = P (A) + P (B) = 2/6 + 3/6 = 5/6,
και P (A ∪ Γ) = P (A) + P (Γ) = 2/6 + 2/6 = 2/3.

Παράδειγµα 9: Βγάζουµε στην τύχη µία σφαίρα από ένα κουτί που περιέχει 6 κόκ-
κινες, 4 άσπρες και 5 µπλέ σφαίρες, κατά τα άλλα όµοιες. Ποια είναι η πιθανότητα
να ϐγει σφαίρα α) κόκκινη, ϐ) άσπρη, γ) µπλε, δ) όχι κόκκινη, ε) κόκκινη ή άσπρη;
α) Συµβολίζουµε µε K, A, και M τα γεγονότα να ϐγει κόκκινη, άσπρη, και µπλέ
σφαίρα, αντίστοιχα. Ο ∆Χ του πειράµατος περιέχει 15 σηµεία. Εάν το καθένα έχει
πιθανότητα 1/15, έχουµε ότι P (K) = 6/15, επειδή το γεγονός K περιέχει 6 σηµεία
του ∆Χ.
ϐ) Με το ίδιο σκεπτικό, P (A) = 4/15, και
γ) P (M) = 5/15.
δ) Η πιθανότητα να µη ϐγει κόκκινη σφαίρα είναι ίση µε την πιθανότητα να ϐγει
άσπρη ή µπλε. ΄Ετσι, P (όχι K) = P (A ή M) = P (A ∪ M). Επειδή όµως τα
γεγονότα A και M είναι ασυµβίβαστα, ϑα έχουµε ότι P (A ∪M) = P (A) + P (M) =
4/15 + 5/15 = 3/5.
ε) Το γεγονός ‘K ή A’ παριστάνεται από την ένωση των γεγονότων K και A, K ∪ A.
Αλλά αφού τα K και A είναι ασυµβίβαστα, τότε P (K ∪ A) = P (K) + P (A) =
6/15 + 4/15 = 2/3.

΄Αλλες Ιδιότητες της Πιθανότητας

Θα αποδείξουµε τώρα κάποιες επιπλέον ιδιότητες της συνάρτησης πιθανότητας P , οι
οποίες προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό της, και χρησιµοποιούνται ευρέως στη Θεωρία
Πιθανοτήτων.

1. Το αδύνατο γεγονός έχει πιθανότητα µηδέν, δηλαδή P (∅) = 0.
Απόδειξη : Αφού Ω = Ω + ∅, τότε P (Ω) = P (Ω + ∅) = P (Ω) + P (∅). Από τον ορισµό
της P έχουµε όµως ότι P (Ω) = 1 και P (∅) ≥ 0. Οπότε P (∅) = 0.

2. Το συµπλήρωµα Ac ενός γεγονότος A έχει πιθανότητα P (Ac) = 1− P (A).
Απόδειξη : Από την ιδιότητα A ∪ Ac = Ω και την ιδιότητα iii έχουµε P (A ∪ Ac) =
P (Ω) ⇒ P (A) + P (Ac) = 1 ⇒ P (Ac) = 1− P (A).

3. Μια οποιαδήποτε συνάρτηση πιθανότητας P είναι µη ϕθίνουσα, δηλαδή A1 ⊆ A2

συνεπάγεται P (A1) ≤ P (A2).
Απόδειξη : Προφανώς A2 = A1 + (A2 − A1). Από την ιδιότητα iii της P έχουµε τότε
P (A2) = P (A1 + (A2 − A1)) = P (A1) + P (A2 − A1). Επειδή P (A2 − A1) ≥ 0,
προκύπτει ότι P (A1) ≤ P (A2).
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4. Για οποιοδήποτε γεγονός ισχύει 0 ≤ P (A) ≤ 1.
Απόδειξη : Πράγµατι, αφού ∅ ⊆ A ⊆ Ω, από την ιδιότητα 3 ϑα έχουµε P (∅) ≤
P (A) ≤ P (Ω). Αλλά P (∅) = 0 και P (Ω) = 1, οπότε παίρνουµε 0 ≤ P (A) ≤ 1.

Παράδειγµα 10: Ρίχνουµε δύο Ϲάρια. Να ϐρεθεί η πιθανότητα να ϐγει το άθροισµα
της πρώτης και της δεύτερης ϱίψης διάφορο από 7 και 11.
Ο δειγµατοχώρος του προβλήµατος είναι

Ω = {(1, 1) (1, 2) (1, 3) .. .. (1, 6)
(2, 1) (2, 2) (2, 3) .. .. (2, 6)
...... ....... ...... ... ... .....

(6, 1) (6, 2) ..... .. .. (6, 6)}
όπου λόγου χάρη το σηµείο (5,2) παριστάνει το γεγονός ¨5 το πρώτο Ϲάρι και 2 το
δεύτερο¨.
Αν A είναι το γεγονός ‘άθροισµα 7 ή 11’, τότε υπάρχουν οκτώ ευνοικά αποτελέσµατα
για το γεγονός αυτό. Αν δεχτούµε ότι τα απλά αυτά γεγονότα έχουν ίσες πιθανότητες,
τότε καθένα από αυτά έχει πιθανότητα 1/36. Τότε, αφού το A περιέχει 8 τέτοια απλά
γεγονότα, P (A) = 8/36 = 2/9. ΄Αρα η πιθανότητα να µην έχουµε άθροισµα 7 ή 11
είναι P (Ac) = 1− P (A) = 1− 2/9 = 7/9.

Το Προσθετικό Θεώρηµα

Το αξίωµα (iii) του ορισµού της πιθανότητας µας λέει ότι αν τα σύνολα A και B είναι ξένα,
τότε P (A ∪B) = P (A) + P (B). Αν τα A και B δεν είναι αναγκαστικά ξένα, τότε ισχύει.

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (1)
Η εξ. (1) µπορεί να γίνει εύκολα κατανοητή, επικαλούµενοι τον κλασικό ορισµό της

πιθανότητας και παρατηρώντας ότι το σύνολο A ∪ B έχει πλήθος στοιχείων το άθροισµα
των στοιχείων των A και B, µείον τα στοιχεία της τοµής A ∩ B, τα οποία στο παραπάνω
άθροισµα καταµετρήθηκαν δύο ϕορές.

Η γενίκευσή της (1) για οποιοδήποτε πεπερασµένο αριθµό συνόλων (υποσυνόλων του
Ω) είναι το λεγόµενο προσθετικό ϑεώρηµα:

P




n⋃

j=1

Aj


 =

n∑

j=1

P (Aj) + (−1)2+1
∑

1≤j1<j2≤n

P (Aj1 ∩ Aj2)

+ (−1)3+1
∑

1≤j1<j2<j3≤n

P (Aj1 ∩ Aj2 ∩ Aj3)

+ · · ·+ (−1)n+1P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An). (2)

Η απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος γίνεται επαγωγικά.
Για n = 3 το προσθετικό ϑεώρηµα δίνει

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

− P (A ∩B)− P (B ∩ C)− P (A ∩ C)

+ P (A ∩B ∩ C). (3)
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∆εσµευµένη Πιθανότητα

Θεωρούµε δύο γεγονότα A και B µε P (A) > 0, και ϑέτουµε το εξής ερώτηµα: Ποια
είναι η πιθανότητα να συµβεί το B, δεδοµένου ότι συνέβη (πραγµατοποιήθηκε) το A.
Για να απαντήσουµε, πρέπει πρώτα να δώσουµε τον ακριβή ορισµό της πιθανότητας ενός
ενδεχοµένου µε δεδοµένο κάποιο άλλο.

Ορισµός: ΄Εστω A και B δύο ενδεχόµενα τέτοια ώστε P (A) > 0. Τότε η δεσµευµένη
πιθανότητα του B µε δεδοµένο το A, η οποία συµβολίζεται µε P (B|A), ορίζεται από τη
σχέση

P (B|A) =
P (B ∩ A)

P (A)
. (4)

Αν P (A) = 0, τότε η P (B|A) δεν ορίζεται. (Η σχέση (4), γραµµένη ισοδύναµα ως P (B ∩
A) = P (B|A)P (A), µπορεί να µεταφραστεί ως ‘η πιθανότητα να συµβεί και το A και το B
είναι ίση µε την πιθανότητα να συµβεί το A επί την πιθανότητα να συµβεί το B δεδοµένου
του ότι συνέβη το A’).

Η P (B|A) λέγεται επίσης και πιθανότητα υπό συνθήκη του B δεδοµένου του A. Το
νόηµα της εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας είναι η παροχή δυνατότητας ενσωµά-
τωσης τυχόν διαθέσιµων πληροφοριών κατά τον υπολογισµό της πιθανότητας ενός γεγο-
νότος.

Στην πράξη, αν γνωρίζουµε ότι το A έχει πραγµατοποιηθεί, τότε αυτό αντικαθιστά το
Ω στον υπολογισµό της πιθανότητας του B, δηλαδή η δεσµευµένη πιθανότητα του B
P (B|A) είναι στην ουσία η πιθανότητα του B στον δειγµατοχώρο A. Αυτό µπορεί να
χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του P (B|A).

Συνοψίζοντας : Ο υπολογισµός της δεσµευµένης πιθανότητας P (B|A) µπορεί να γίνει
είτε χρησιµοποιώντας τον ορισµό (4) είτε υπλογίζοντας την πιθανότητα του B στον νέο
δειγµατοχώρο A.

Παράδειγµα 11: ∆ιαλέγουµε στην τύχη µια οικογένεια µε δύο παιδιά, από ένα σύ-
νολο τέτοιων οικογενειών. Ο ∆Χ αυτού του πειράµατος τύχης, όσον αφορά το ϕύλο
των παιδιών, είναι Ω = {ΑΑ, ΑΚ,ΚΑ,ΚΚ}, όπου λόγου χάρη, ΑΚ είναι το σηµείο που
σηµαίνει ότι το πρώτο παιδί είναι αγόρι και το δεύτερο κορίτσι.
(α) Ποια είναι η πιθανότητα η οικογένεια αυτή να έχει δύο αγόρια;
(ϐ) Ποια είναι η πιθανότητα η οικογένεια αυτή να έχει δύο αγόρια αν γνωρίζουµε ότι
ένα από τα παιδιά είναι αγόρι;
΄Εστω B το γεγονός ‘η οικογένεια έχει δύο αγόρια’ και A το γεγονός ‘ένα από τα
παιδιά αγόρι’. Τότε το B περιέχει το δειγµατοσηµεία B={ΑΑ} και το A τα σηµεία
A={ΑΑ, ΚΑ, ΑΚ}.
(α) Λαµβάνοντας υπόψη τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, ϐλέπουµε ότι η πιθα-
νότητα του B είναι P (B) = 1/4.
(ϐ) Με δεδοµένο ότι ένα από τα παιδιά είναι αγόρι, ο ∆Χ του πειράµατος τύχης είναι
πλέον ο A = {ΑΑ, ΑΚ, ΚΑ}. Η πιθανότητα του B στον νέο ∆Χ είναι P (B) = 1/3,
σύµφωνα και µε τη σχέση (4) (σηµειώστε ότι P (B ∩ A) = P (B), αφού B ⊂ A).

Παράδειγµα 12: Υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός κάποιας πόλης είναι 40% άνδρες και
60% γυναίκες. Υποθέτουµε ακόµη ότι το 50% των ανδρών και το 30% των γυναικών
είναι καπνιστές. Να ϐρεθεί η πιθανότητα ένας καπνιστής να είναι άνδρας.
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Συµβολίζουµε µε A (Γ) το ενδεχόµενο να επιλέξουµε άνδρα (γυναίκα), και K (Λ) το
ενδεχόµενο να επιλέξουµε καπνιστή (µη καπνιστή). Η πληροφορία που µας δόθηκε
είναι ότι

P (K|A) = 0.5, P (K|Γ) = 0.3, P (A) = 0.4 & P (Γ) = 0.6.

Το πρόβληµα είναι να υπολογιστεί η P (A|K). Από τον ορισµό της δεσµευµένης
πιθανότητας, έχουµε ότι

P (A|K) =
P (A ∩K)

P (K)
.

Για τον υπολογισµό του αριθµητή παρατηρούµε ότι

P (A ∩K) = P (K ∩ A) = P (A)P (K|A) = (0.4)(0.5) = 0.2.

Για τον υπολογισµό του παρονοµαστή παρατηρούµε ότι το K είναι η ένωση των
ξένων συνόλων K ∩ A και K ∩ Γ, οπότε

P (K) = P (K ∩ A) + P (K ∩ Γ) = P (A)P (K|A) + P (Γ)P (K|Γ)

= 0.2 + (0.6)(0.3) = 0.38.

Εποµένως, P (A|K) = 0.2/0.38 ' 0.53.
Θα παρατηρήσατε ότι ο ∆Χ δεν αναφέρθηκε ποτέ σαφώς σε αυτό το παράδειγµα.
Ωστόσο είναι πολύ εύκολο να κατασκευαστεί.

Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας

Στενά συνδεδεµένα µε την έννοια της δεσµευµένης πιθανότητας είναι το Θεώρηµα Ολικής
Πιθανότητας.

Υποθέτουµε ότι A1, A2, ..., An είναι n ξένα ανά δύο ενδεχόµενα των οποίων η ένωση
ισούται µε το Ω, είναι δηλαδή µια διαµέριση, όπως λέγεται, του Ω. Υποθέτουµε επίσης
ότι είναι γνωστές οι πιθανότητες P (B|Ak) και P (Ak) για 1 ≤ k ≤ n. Τότε αν Β είναι ένα
ενδεχόµενο του Ω, ποια είναι η P (B)· Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα παρατηρούµε
ότι αφού τα Ak είναι µια διαµέριση του Ω, ϑα είναι

B = B ∩
(

n⋃

k=1

Ak

)
=

n⋃

k=1

(B ∩ Ak).

΄Αρα, η προσθετική ιδιότητα της πιθανότητας δίνει P (B) =
∑n

k=1 P (B ∩ Ak). ′Οµως
P (B ∩ Ak) = P (B|Ak)P (Ak), οπότε έχουµε τελικά

P (B) =
n∑

k=1

P (B|Ak)P (Ak). (5)

Η σχέση (5) είναι το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας.
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Ανεξαρτησία γεγονότων

Για δύο γεγονότα A και B, µε P (A) > 0, ορίσαµε τη δεσµευµένη πιθανότητα του Β
δεδοµένου του Α, P (B|A). Συγκρίνοντας τώρα τις πιθανότητες P (B|A) και P (B), είναι
δυνατόν να ισχύει µία από τις τρεις σχέσεις :

P (B|A) > P (B), P (B|A) = P (B), P (B|A) < P (B).

Το ποια από αυτές ϑα ισχύει, καθορίζεται από τις επιλογές των A και B.
Στην περίπτωση που είναι P (B|A) = P (B), λέµε ότι το γεγονός B είναι ανεξάρτητο1

(στοχαστικά ή στατιστικά ή υπό την έννοια της πιθανότητας) από το γεγονός A. ∆ηλαδή, η
γνώση του ότι το γεγονός A πραγµατοποιήθηκε δεν δίνει καινούριες πληροφορίες για την
επανεκτίµηση της πιθανότητας του γεγονότος B. Αν τώρα υποθέσουµε ότι και P (B) > 0,
τότε το ότι το B είναι ανεξάρτητο του A συνεπάγεται και το ότι το A είναι ανεξάρτητο του
B.

Πράγµατι,

P (A|B) =
P (B ∩ A)

P (B)
=

P (B|A)P (A)

P (B)
=

P (B)P (A)

P (B)
= P (A).

Λόγω της συµµετρίας αυτής, λέµε ότι τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα. Από την
προηγούµενη σχέση παίρνουµε P (A ∩ B) = P (A)P (B), που έχει έννοια ακόµα κι αν
P (A) = 0 ή P (B) = 0. ΄Ετσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό της ανεξαρτησίας
γεγονότων :

Ορισµός: ∆ύο γεγονότα A1 και A2 λέγονται (στοχαστικά ή στατιστικά ή υπό την έννοια
της πιθανότητας) ανεξάρτητα, αν P (A1 ∩ A2) = P (A1)P (A2) . Πιο γενικά, λέµε ότι n ≥ 3
γεγονότα A1, A2, ..., An είναι ανεξάρτητα, αν

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P (A1) · P (A2) · · ·P (An),

και οποιοδήποτε υποσύνολό τους που περιέχει τουλάχιστον δύο αλλά λιγότερα από n
ενδεχόµενα, αποτελείται από ανεξάρτητα ενδεχόµενα.

Παράδειγµα 14: Θεωρούµε ένα δοχείο που περιέχει 4 πανοµοιότυπους ϐόλους,
εκτός του ότι είναι αριθµηµένοι από το 1 ως το 4. Θέτουµε Ω = {1, 2, 3, 4}, και
υποθέτουµε ότι η πιθανότητα κάθε σηµείου του Ω είναι 1/4. Αποφασίστε για το αν
τα γεγονότα A και B είναι ανεξάρτητα, όταν
α) A = {1, 2}, B = {1, 3}, και
ϐ) A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 4}.
α) Προφανώς είναι P (A) = 1/2, P (B) = 1/2, και P (A ∩ B) = P ({1}) = 1/4.
Εποµένως

P (B|A) =
P (B ∩ A)

P (A)
=

1/4

1/2
=

1

2
= P (B),

άρα τα A και B είναι ανεξάρτητα.
1∆εν πρέπει να συγχέονται τα στατιστικά ανεξάρτητα γεγονότα µε τα ασυµβίβαστα γεγονότα.
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ϐ) Προφανώς είναι P (A) = 3/4, P (B) = 3/4, και P (A ∩ B) = P ({1, 2}) = 1/2.
Εποµένως

P (B|A) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1/2

3/4
=

2

3
6= 3

4
= P (B).

΄Αρα τα A και B δεν είναι ανεξάρτητα.

Τελειώνουµε το κεφάλαιο αυτό µε µερικά σχόλια που αφορούν πειράµατα τύχης των
οποίων ο δειγµατοχώρος είναι άπειρος. Σε τέτοια περίπτωση, ο ορισµός της πιθανότητας
διαφόρων ενδεχοµένων εξαρτάται από το αν ο ∆Χ είναι αριθµήσιµος ή όχι. Μη αριθµή-
σιµοι δειγµατοχώροι απαιτούν εν γένει την εισαγωγή νέων εννοιών. Αν όµως ο ∆Χ είναι
αριθµήσιµος, τότε µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση πιθανότητας σύµφωνα µε τον
αξιωµατικό ορισµό που δώσαµε, αρκεί να µην ορίσουµε ίση πιθανότητα για κάθε στοι-
χειώδες γεγονός του Ω. Ο περιορισµός αυτός προκύπτει από την απαίτηση σύγκλισης του
άπειρου αθροίσµατος του αξιώµατος (iii).

Παράδειγµα 15: Πίχνουµε ένα νόµισµα µέχρι να έρθει κεφάλι (Κ). ′Εστω ότι το
αποτέλεσµα του πειράµατος είναι ο αριθµός των ϱίψεων που χρειάστηκαν µεχρι να
έρθει Κ. Τότε ο ∆Χ του πειράµατος είναι Ω = {1, 2, 3, 4, ...}. Η πιθανότητα να έρθει
Κ σε µιά ϱίψη είναι 1/2. Η πιθανότητα να έρθει γράµµατα (Γ) στην πρώτη ϱίψη
και Κ στη δεύτερη ϱίψη είναι 1/4. Η πιθανότητα να έρθει Γ στις δύο πρώτες ϱίψεις
και Κ στην τρίτη είναι 1/8, κ.ο.κ. Αυτό µας υποβάλλει την ιδέα να αντιστοιχίσουµε
πιθανότητα 1/2n στο στοιχειώδες γεγονός n του Ω.
Συµβολίζοντας µε An το σηµείο n του Ω, από το αξίωµα (ιιι) έχουµε

P

( ∞∑

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

P (An) =
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · =

∞∑

n=1

1

2n
.

Το παραπάνω άθροισµα υπολογίζεται µε τη ϐοήθεια της ταυτότητας που δίνει το
άπειρο άθροισµα µιάς γεωµετρικής σειράς :

1 + r + r2 + r3 + · · · = 1

1− r
.

Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω ταυτότητα µε r, και ϑέτοντας r = 1/2, παίρνουµε
P (

∑∞
n=1 An) = 1. Αλλά ∑∞

n=1 An = Ω, οπότε P (
∑∞

n=1 An) = P (Ω) = 1, όπως πρέπει
για µιά συνάρτηση πιθανότητας.
Ποια είναι η πιθανότητα να έρθει πρώτη ϕορά Κ µετά από άρτιο αριθµό ϱίψεων;
΄Εστω E το γεγονός που περιγράφτηκε. Τότε E = {2, 4, 6, ...}, και

P (E) =
1

4
+

1

16
+

1

64
+ · · · = 1/4

1− 1/4
=

1

3
.

Οπότε η πιθανότητα να έρθει πρώτη ϕορά κεφάλι µετά από περιττό αριθµό ϱίψεων
είναι 2/3.
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Ιστορικά Στοιχεία

Η σοβαρή µελέτη των πιθανοτήτων και ο υπολογισµός της πιθανότητας διαφόρων τυχαίων
γεγονότων δεν έγινε παρά µόνο το 16o αιώνα µ.Χ. Τότε, τα προβλήµατα που σχετίζονταν
µε τυχερά παιχνίδια έκαναν τους ανθρώπους να σκεφτούν σχετικά µε τις πιθανότητες.
Ωστόσο, το γιατί δεν αναπτύχθηκε νωρίτερα µιά ϑεωρία πιθανοτήτων, είναι ένα ενδιαφέρον
ερώτηµα στην ιστορία της επιστήµης, αφού τέτοιου είδους παιχνίδια είναι τόσο παλιά όσο
και ο ίδιος ο πολιτισµός.

Στην αρχαία Αίγυπτο, τον καιρό της Πρώτης ∆υναστείας (3500 π.Χ.), παιζόταν ένα
παιχνίδι µε τη ϐοήεια ενός ¨ζαριού¨ τεσσάρων πλευρών. Ζάρια εξάπλευρα ϕτιαγµένα από
ποικιλία υλικών έχουν καταγραφεί από τον 16o αιώνα π.Χ. Τα τυχερά παιχνίδια ήταν
επίσης διαδεδοµένα τόσο στην αρχαία Ελλάδα, όσο και στην αρχαία Ρώµη. Πράγµατι,
στη Ρωµαική αυτοκρατορία στάθηκε πολλές ϕορές απαραίτητο να νοµοθετήσουν ενάντια
στα τυχερά παιχνίδια. Γιατί λοιπόν πήρε τόσο χρόνο για να µελετηθούν οι πιθανότητες
σοβαρά;

∆ιάφορες εξηγήσεις έχουν προταθεί γι΄ αυτήν την αργοπορία. Η µία είναι ότι τα σχετικά
µαθηµατικά δεν ήταν ανεπτυγµένα και δεν ήταν εύκολο να αναπτυχθούν. Ο αρχαίος
µαθηµατικός συµβολισµός έκανε τους αριθµητικούς υπολογισµούς πολύ δύσκολους, και
ο οικείος σε µας αλγεβρικός συµβολισµός δεν καθιερώθηκε παρά µόνο τον 16o αιώνα
µ.Χ. Ωστόσο, πολλές από τις ιδέες της συνδυαστικής, απαραίτητες για τον υπολογισµό
των πιθανοτήτων είχαν συζητηθεί πολύ νωρίτερα. Αφού πολλά από τα τυχαία γεγονότα
εκείνους τους καιρούς είχαν να κάνουν µε λοταρίες που σχετίζονταν µε ϑρησκευτικά
ϑέµατα, έχει προταθεί ότι µπορεί να υπήρχαν ϑρησκευτικοί ϕραγµοί στη µελέτη της τύχης
και των τυχερών παιχνιδιών. Προτάθηκε επίσης ότι υπήρχαν τότε ισχυρότερες ανάγκες,
όπως η ανάπτυξη του εµπορίου. Καµία από τις παραπάνω εξηγήσεις δεν είναι πλήρως
ικανοποιητική.

Ο πρώτος που υπολόγισε πιθανότητες συστηµατικά ήταν ο Gerolamo Cardano (GC)
(1501-1576) στο ϐιβλίο του ‘‘Liber de Ludo Aleae’’. Ο GC, ο οποίος είναι επίσης γνωστός
από την διαµάχη του µε τον Tartaglia για τη λύση της κυβικής εξίσωσης, ήταν άνθρω-
πος µε ευρύτερα ενδιαφέροντα, όπως η ιατρική, η αστρολογία και τα µαθηµατικά. Στο
ϐιβλίο του ασχολήθηκε µε την ειδική περίπτωση ισοπίθανων γεγονότων, όπου κατάλαβε
ότι η πιθανότητα να συµβεί ένα γεγονός είναι ο λόγος του αριθµού των ευνοικών αποτε-
λεσµάτων προς τον ολικό αριθµό αποτελεσµάτων. Πολλά από τα παραδείγµατα του GC
ασχολούνταν µε τη ϱίψη Ϲαριού. Εδώ κατάλαβε ότι τα αποτελέσµατα δύο ϱίψεων είναι τα
36 διατεταγµένα Ϲεύγη (i, j) και όχι τα 21 µη διατεταγµένα. Αυτό είναι ένα λεπτό σηµείο,
το οποίο προκαλούσε προβλήµατα σε άλλους συγγραφείς για πιθανότητες ακόµα και πολύ
αργότερα. Για παράδειγµα, τον 18o αιώνα ο διάσηµος γάλλος µαθηµατικός d’ Alembert,
συγγραφέας αρκετών ϐιβλίων για πιθανότητες, ισχυρίστηκε ότι όταν ένα νόµισµα ϱίχνεται
δύο ϕορές, ο αριθµός των Κ που εµφανίζεται ϑα είναι 0,1,2, και έτσι ϑα έπρεπε να απο-
δώσουµε ίσες πιθανότητες σ΄ αυτά τα τρία δυνατά αποτελέσµατα. Ο GC διάλεξε το σωστό
δειγµατοχώρο για τα δικά του προβλήµατα µε Ϲάρια, και υπολόγισε σωστά τις πιθανότητες
για µιά ποικιλία ενδεχοµένων. ΄Εκανε και ο ίδιος λάθη, αλλά, παρόλα αυτά η δουλειά του
ήταν µιά αξιοσηµείωτη πρώτη προσπάθεια καταγραφής των νόµων της πιθανότητας.

΄Οµως το έναυσµα για µια συστηµατική µελέτη του αντικειµένου των πιθανοτήτων δεν
ήταν η δουλεια του GC, αλλά η αλληλογραφία των Pascal και Fermat. Ο Blaise Pascal
(1623-1662) υπήρξε παιδί-ϑαύµα, αφού στα δεκαέξι του δηµοσίευσε µιά διατριβή για τις
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κωνικές τοµές, ενώ στα δεκαοκτώ του εφεύρε µια υπολογιστική µηχανή. Την εποχή που
αλληλογραφούσε µε τον Fermat, η επίδειξή του για το ϐάρος της ατµόσφαιρας τον είχε
ήδη ϑέσει στην πρώτη γραµµή της σύγχρονης ϕυσικής. Ο Pierre de Fermat (1601-1665),
µελετούσε µαθηµατικά στον ελεύθερο χρόνο του, και από πολλούς ϑεωρήθηκε ως ένας
από τους µεγαλύτερους ¨καθαρούς¨ µαθηµατικούς όλων των εποχών. Η αλληλογραφία
µεταξύ τους άρχισε από τον Pascal, ο οποίος ήθελε να συµβουλευτεί τον Fermat σχετικά
µε προβλήµατα που του δόθηκαν από τον Chevalier de Meré, έναν ευγενή της αυλής του
Λουδοβίκου του 14ou, γνωστό συγγραφέα και παίκτη τυχερών παιχνιδιών.

Ασκήσεις

1. ΄Εστω Ω={a, b, c} ο δειγµατοχώρος ενός πειράµατος τύχης. Αν P (a) = 1/2, P (b) =
1/3 και P (c) = 1/6, να ϐρείτε τις πιθανότητες όλων των δυνατών υποσυνόλων του Ω.

2. Ρίχνουµε ένα τίµιο Ϲάρι δύο ϕορές. Βρείτε την πιθανότητα να έρθει 4,5 ή 6 στην
πρώτη ϱίψη και 1,2,3 ή 4 στη δεύτερη.

3. Τραβάµε στην τύχη ένα χαρτί από µιά συνηθισµένη τράπουλα 52 χαρτιών. Να ϐρεθεί
η πιθανότητα το χαρτί αυτό να είναι
α) άσσος,
ϐ) ϐαλές κούπα,
γ) τρία σπαθί ή έξι καρρό,
δ) κούπα,
ε) όχι κούπα,
στ) δέκα ή µπαστούνι,
Ϲ) ούτε τέσσερα ούτε σπαθί.

4. ΄Εστω δύο ενδεχόµενα A και B ενός τυχαίου πειράµατος.
α) Αν P (A) = 2/5, P (B) = 2/5 και P (A ∪B) = 1/2, ϐρείτε την P (A ∩B).
ϐ) Αν P (A) = 1/3, P (A ∪B) = 1/2 και P (A ∩B) = 1/4, ϐρείτε την P (B).
γ) Αν P (Ac) = 1/3, P (B) = 1/2 και P (A ∩B) = 1/4, ϐρείτε την P (A ∪B).
δ) Αν P (Bc) = 1/2, και P (A|B) = 1/2, ϐρείτε την P (A ∩B).

5. ΄Ενα δοχείο περιέχει r κόκκινους και b µαύρους ϐόλους. Επιλέγουµε τυχαία ένα
ϐόλο από το δοχείο, και στη συνέχεια ένα δεύτερο από αυτούς που είχαν αποµείνει
στο δοχείο. Βρείτε την πιθανότητα των ενδεχοµένων:
α) και οι δύο ϐόλοι είναι κόκκινοι
ϐ) ο πρώτος ϐόλος είναι κόκκινος και ο δεύτερος µαύρος
γ) ο πρώτος ϐόλος είναι µαύρος και ο δεύτερος κόκκινος
δ) και οι δύο ϐόλοι είναι µαύροι.
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6. Ποια είναι η πιθανότητα µιά οικογένεια µε δύο παιδιά να έχει
α) δύο αγόρια δεδοµένου ότι έχει τουλάχιστον ένα αγόρι;
ϐ) δύο αγόρια δεδοµένου ότι το πρώτο παιδί είναι αγόρι;

7. Σε ένα πανεπιστήµιο, το 70% είναι άνδρες και 30% είναι γυναίκες. Είναι γνωστό
ότι το 40% των ανδρών και το 60% των γυναικών είναι καπνιστές. Ποια είναι η
πιθανότητα ένας ϕοιτητής που καπνίζει να είναι άνδρας;

8. Από 10 κάρτες, αριθµηµένες από το ένα ως το 10, επιλέγονται δύο τυχαία και χωρίς
επανατοποθέτηση. Ποια είναι η πιθανότητα οι αριθµοί που εµφανίστηκαν να έχουν
άθροισµα:
α) ίσο µε 10;
ϐ) µικρότερο του 10;
γ) µεγαλύτερο του 10;

9. ∆ύο τίµια Ϲάρια ϱίχνονται µία ϕορά. Να υπολογιστούν οι πιθανότητες των γεγονότων :
A = {εµφανίζονται ίδιοι αριθµοί και στις δύο όψεις },
B = {ο εµφανιζόµενος αριθµός στο ένα Ϲάρι είναι µεγαλύτερος του εµφανιζόµενου
στο άλλο Ϲάρι },
Γ = { το άθροισµα των εµφανιζόµενων αριθµών και στα δύο Ϲάρια είναι άρτιος }.

10. Υποθέστε ότι A και B είναι δύο γεγονότα µε ϑετική πιθανότητα να πραγµατοποιη-
ϑούν. ∆είξτε ότι αν P (A|B) = P (A), τότε P (B|A) = P (B).

11. ′Ενα κουτί περιέχει 6 κόκκινες, 4 άσπρες και 5 µπλέ σφαίρες, κατά τ΄ άλλα όµοιες.
Επιλέγουµε διαδοχικά τρεις σφαίρες (α) µε επανατοποθέτηση, (ϐ) χωρίς επανατοπο-
ϑέτηση. Βρείτε την πιθανότητα να ϐγούν οι σφαίρες στη σειρά κόκκινη, άσπρη και
µπλέ.

12. Εάν Aj, j = 1, 2, ..., n είναι γεγονότα ενός πειράµατος τύχης, δείξτε ότι

P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) ≤ P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An).

13. Ρίχνουµε ένα τίµιο Ϲάρι δύο ϕορές, και ϑεωρούµε τα γεγονότα Aj, j = 1, 2, 3, όπου
A1 =¨περιττός αριθµός εµφανίζεται στην πρώτη ϱίψη¨,
A2 =¨περιττός αριθµός εµφανίζεται στην δεύτερη ϱίψη¨,
A3 =¨το άθροισµα των δύο αριθµών που εµφανίστηκαν είναι περιττός αριθµός¨.
Να εξεταστούν τα γεγονότα αυτά από την άποψη ανεξαρτησίας.

14. Ρίχνουµε ένα νόµισµα δύο ϕορές. Θεωρήστε τα παρακάτω γεγονότα :
Α=¨κεφάλι στην πρώτη ϱίψη¨
Β=¨κεφάλι στη δεύτερη ϱίψη¨
Γ=¨και οι δύο ϱίψεις δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα¨.
α) ∆είξτε ότι τα A, B, και Γ είναι ανά δύο ανεξάρτητα αλλά δεν είναι ανεξάρτητα.
ϐ) ∆είξτε ότι το Γ είναι ανεξάρτητο των A και B, αλλά δεν είναι ανεξάρτητο του A∩B.
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15. Υποθέτουµε ότι A, B, και Γ είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα και P (A ∩B) 6= 0. ∆είξτε
ότι P (Γ|A ∩B) = P (Γ).

16. Ρίχνουµε τρείς ϕορές ένα αµερόληπτο (¨τίµιο¨) Ϲάρι. Αν ξέρουµε ότι το 1 εµφανί-
στηκε τουλάχιστον µιά ϕορά, ποια είναι η πιθανότητα να εµφανίστηκε ακριβώς µία
ϕορά;

17. ∆ύο τίµια Ϲάρια ϱίχνονται µία ϕορά. ∆εδοµένου ότι το άθροισµα των εµφανισθέν-
των αριθµών είναι 7, ποια είναι η πιθανότητα σ΄ ένα τουλάχιστον από τα Ϲάρια να
εµφανιστεί ένα 3;

18. ΄Ενα κουτί περιέχει 4 άσπρες και 2 µαύρες σφαίρες, ενώ ένα δεύτερο 3 άσπρες και 5
µαύρες. Επιλέγουµε µιά σφαίρα από κάθε κουτί. Ποια είναι η πιθανότητα να είναι
α) και οι δύο άσπρες,
ϐ) και οι δύο µαύρες,
γ) η µιά άσπρη και η άλλη µαύρη;

19. Τραβάµε στην τύχη ένα χαρτί από µιά τράπουλα 52 χαρτιών, και µετά ένα δεύτερο
(α) µε επανατοποθέτηση του πρώτου, (ϐ) χωρίς επανατοποθέτηση. Ποια είναι η
πιθανότητα να τραβήξουµε δύο άσσους;

20. ΄Ενα εργοστάσιο έχει δύο µηχανήµατα A και B, τα οποία κατασκευάζουν το 60%
και 40% της συνολικής παραγωγής, αντίστοιχα. Το ποσοστό των ελαττωµατικών
κοµµατιών είναι 3% για το µηχάνηµα A και 5% για το µηχάνηµα B. Βρείτε την
πιθανότητα ένα ελαττωµατικό κοµµάτι της παραγωγής να κατασκευάστηκε από το
µηχάνηµα B.
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